BLOQUE Il: Geometria

Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

TEMA 5: RECTAS Y PLANOS

1. Ecuaciones de la recta

A
Z
v
P

r /
/
X

i. Vectorial

r:x = OP + v,

r(,,2) = (P Py ) + A0,V V)

ii. Parameétrica

X =p.+ v,
r . y = py + /h}y
z=p,+ ﬂvz
iii. Continua
X = Py Y- py
r: =
Vy Vy
iv. Implicita

Ax+By+Cz+D =0
r
Ax+By+Cz+D =0

Para definir una recta necesitamos un punto y un
vector que tenga la misma direccion que la
recta.

El vector director se obtiene de la ecuacion

implicita mediante el siguiente producto vectorial:

—_— —

_>_ —
Vp =mXny =

=&~
Qo =

~
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BLOQUE Il: Geometria

2. Ecuaciones del plano

i. Vectorial

7:X=0P +AV+uu

Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

Para definir un plano necesitamos: un punto y
dos vectores contenidos en el plano (que no
tengan la misma direccion).

T (X,9,2) = (P Py D) + A0, vy, v,) + pluy, uy, 1)

ii. Parameétrica

X =p,+Av,+puu,
mi Y =pytAvy+pyy
z2=p,+Av, + puu,

iii. General

/3 Vx y
U, I/ty

n:Ax+By+Cz+D =0
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BLOQUE Il: Geometria Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

Z
A También podemos definir un plano mediante un
ﬁ) punto y un vector perpendicular al plano.
T
P
>
y 7 =(A,B,C)

Pagina 3 de 15



BLOQUE Il: Geometria Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

3. Puntos alineados.

Varios puntos estan alineados si una misma recta pasa por ellos o, dicho de otra forma, si todos
ellos pertenecen a una misma recta.

Ejemplo
¢Estan A(2,1,0), B(—1,0,2) y C(5,2, — 2) alineados?
Definimos la recta rque pasa por A y B: :
AB =(-3,—-1,2)
B o
A2,1,0) /

C € r los tres puntos estan alineados.
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BLOQUE Il: Geometria

4. Puntos coplanarios.

Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

Varios puntos son coplanarios si existe un mismo plano que los contenga.

Ejemplo

Determina a para que A(2,1,0), B(—1,0,2), C(0,—2,— 1)y D(,0,a, — 2) sean

coplanarios.

AB =(=3,-12)
AC=(-2,-3,-1)
A(2,1,0)

x=2 y—-1 z

| =3 -1 2| =Tx=-Ty+7z-7=0.

-2 -3 -1

m:Tx—=Ty+7z—-T7=0.

r:x—-y+z—-1=0.

(D € n?  Sustituimos D en la ecuacion de 7 para comprobarlo.

0-a—-2-1=0 -

Cuandoa = — 3 — D € &y, por tanto, los puntos son coplanarios.
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BLOQUE Il: Geometria Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

5. Posiciones relativas.

a. Dos planos

POSICION RELATIVA DE DOS PLANOS
m i AX+By+Ciz+ D=0 'y my:Ax+B,y+Cyz+D,=0
Sistema Matriz de los coeficientes Matriz ampliada

Alx+B|y+Clz=_Dl} M_(Al 5B CIJ M'_(Al B G |-D

n=3
Ayx+Byy +Cyz==D, \4, B8, G —D,) R(M')—R(M)sl

4 B, C

Como n=3,R(M)<2y R(M') <2, el sistema no puede ser un S.C.D., sera un S.C.I. o un S.I.

R(M)=R(M")<n = SCL

R(M)<R(M") = sl

R(M)=R(M")<n = SCI.

i. COINCIDENTES

—_  — .
n;y n, son proporcionales (paralelos).

Coinciden en todos los puntos.

AT B C D

ii. PARALELOS

— —_— .
n;y n, son proporcionales (paralelos).

No coinciden en ningun punto.

A_B_C¢D
A B C D
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BLOQUE Il: Geometria Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

iii. SECANTES

—_ e .
1, y 1, no son proporcionales.

Ningun punto de 7| se encuentra también en 7,.

A B C
— # — # — (con que una de las tres desigualdades

A" B C

se cumpla es suficiente).

b. Rectay plano

Recta incluida Paralelos
en el plano

(= L

Posicion relativa de recta y plano

Secantes

Posicion relativa Ecuaciones de la recta y el plano R?;;” R(a"“_‘:°
Recta contenida en el
plano AIX +B1y+Clz +D1 =0 2 2
Sistema compatible re
indeterminado A x+Byy+Cyz+D2=0
Recta y plano . -
parale|°s T A.3X +B3y +%Z +D3 =0 2 3
Sistema incompatible
A B G (& B G D
Recta y plano secantes | M =(4A; By Cy M=|4; By C;|Dy
Sistema compatible 43 By G Ay B3 G |D; 3 3
determinado
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BLOQUE Il: Geometria Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

i. Contenido en el plano

7LV, - W-v.=0

Cualquier punto de r se encuentra también en 7.

ii. Paralelos
nwily, -  w-v =0.
Ningun punto de r se encuentra en 7.
ili. SECANTES

—_ —_— .
v,y n no son perpendiculares.

Coinciden en un solo punto (el punto de corte).
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BLOQUE Il: Geometria Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

c. Dos rectas

POSICION RELATIVA DE DOS RECTAS

[ ax+by+cz=d, [ ax+by+ez=d,y
r= s =
1a2x+b2y+c2z=d2 y ax+byy+cyz=d,
R(A)=R(A)=2
Sistema (4)=R(4) g
ax + bl)' + ¢z= dl ] SCIL »}__/’,,
ax+byy+cyz=d, rys son COINCIDENTES COINCIDENTES
2 2 2Z= . )
ayx+ by + cyz=dy (La solucién es la recta)
ax+byy+ciz=d,)) R(A)=2 y R(A)=3 =
" =
Matriz de los coeficientes S.I. /,//
a b ¢ rys son‘ PAWELAS PARALELAS
(No tiene solucién)
a, b, c,

a; by ¢ R(A)=R(A)=3 ><
. S.CD.

a; by cy .

rys son SECANTES

Matriz ampliada ANTES
’ P (La solucidn es el punto de interseccién) | SEC

a b d R(A)=3 y R(A)=4 g
A=® by ¢, d,
= a by ¢y dy SI
rys SE CRUZAN ,
(No tiene solucién) SE CRUZAN

ay by ¢, d,

i. COINCIDENTES

V. Il V.1l AB

r

Todos los puntos son coincidentes.

ii. PARALELOS

— —
v, Il v

e

A B no es proporcional a los vectores directores.

No tienen ningdn punto comun.
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BLOQUE Il: Geometria Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

ili. SECANTES
v,y V, no son proporcionales. AB es una
combinacioén lineal de ellos.
Coinciden en un punto.

iv. SE CRUZAN

—_— — b .
V., v, ¥ AB no son proporcionales (son los
tres independientes).

No coinciden en ningun punto.
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BLOQUE Il: Geometria Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

6. Distancias

a. Entre dos puntos.

Se puede calcular mediante el modulo del vector que une ambos puntos.

B

A d(A,B) = | AB | =\/(bx—ax)2+(by—ay)2+(bz—az)2.

b. De punto a plano.

Dados un punto A(a,, a,, a)yunplanoz : Ax + By + Cz + D = 0, la distancia entre

ambos se calcula mediante la siguiente féormula:

|Aax,Ba,+ Ca,+ D|

dA,n) =

/ | /. VA2 + B2+ C?

ii. Paralelos: utilizamos la formula de punto a plano.

c. Entre dos planos.
A
i. Secantes o coincidentes: no hay distancia.
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BLOQUE Il: Geometria Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

d. Entre rectay plano. A=

i. Secantes o contenida: no hay distancia.

ii. Paralelos: utilizamos la formula de punto a plano. / I /

e. De punto arecta.

|7, xAP |
d(P, )

f. Entre dos rectas

i. Coincidentes o secantes: no hay distancia.

ii. Paralelos: se utiliza la formula de punto a plano.
[AB.7,.%]

iii. Secruzan:d(r,s) = —
| v x v, |
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BLOQUE Il: Geometria Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

7. Angulos

a. Entre dos rectas

v, - v |
cosa = EABEA =X — a =arccos(x)
r S

>
v,

2. Entre dos planos

—_— —
_Angemy _
cosa = AN = - a =arccos(x)
11 n

3. Entre rectay plano

|7 vy |
cos(f)=cos(0—a) =———F—=x —
| 'n |- v
— 90 —a =arcocos(x). — a=90—-arccos(x)
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BLOQUE Il: Geometria Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

8. Punto simétrico
a. Respecto a un plano.
Ejemplo
P(—1,—1,1)respectoarn : x +2y +2z+3 =0.
1. Calculamoslarectar L o, P € r.

—

V=7 =(122)

x=—-14+4
r:sy=—-1+24
z=1+24

2. Calculamos M, punto de corte entre ry 7.

ron:=1+2+2(-14+20)+2(14+20)+3=0
-14+4-24+41+24+41+3=0

944+2=0
-2
1=z
9
—_1_2_-1
T >0 11 13 5
M: =—l—i=—£ - M __7__’_
Y T (9 9 9)
__4_s
2= 979

3. M es el punto medio entre Py P’.

P'(a,b,c)
—-11 =13 5 —14a —-14+b 1+c¢
M\— ——.,— | =M , ,
9 9 9 2 2 2
U _ita o3
9 2 9
13 _ —1+b 17 ,<—13 —-17 1)
_13 p==7 .
9 2 9 9 ' 9 9
2_1+c_)C:_
9T 2
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BLOQUE Il: Geometria Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

b. Respecto a una recta.

Ejemplo
Z+2
7

P(=1,—1,0) respecto a r :x—1=%=

1. Calculamoselplanoz L r, P € r.
v, =1 =(,22)
n:Ax+By+Cz+D =0
nw > x—-2y+2z+D=0
Per—-—-142+D=0
D =3.
r:x+2y+2z+3=0
2. Calculamos M, punto de corte entre ry 7.
x=A+1

riq 2 -  r: y =24
Z+2:/1 Z=2/1—2

romiA+1+2Q0)+221-2)+3=0
A+ 1444441 —-443=0
91=0 —> 1=0

x=0+1
M:< y=-2-0 - M:(1,0,-2)
z=2-0-2

3. M es el punto medio entre Py P’

P'(a,b,c)
—14+a —-1+b 0+
M(1.0,—2)=M 4 —C
2 2 2
1 — —12+a —a :3
0= Lp=1 - PGL-4)
-2 =%—> c=-4
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