
BLOQUE II: Geometría  Tema 4: Ecuaciones de la recta y el plano

TEMA 5: RECTAS Y PLANOS 

 

1. Ecuaciones de la recta 

 

i. Vectorial 

 

 

ii. Paramétrica 

 

iii. Continua 

 

iv. Implicita 

 

r : ⃗x = ⃗OP + λ ⃗vr

r : (x, y, z) = (px, py, pz) + λ(vx, vy, vz)

r :
x = px + λvx

y = py + λvy

z = pz + λvz

r :
x − px

vx
=

y − py

vy
=

z − pz

vz

r : { Ax + By + Cz + D = 0
A′￼x + B′￼y + C′￼z + D′￼= 0
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r Para definir una recta necesitamos un punto y un 
vector que tenga la misma dirección que la 
recta.

El vector director se obtiene de la ecuación 

implícita mediante el siguiente producto vectorial:


⃗vr = ⃗n1 x ⃗n2 =
⃗i ⃗j ⃗k

A B C
A′￼ B′￼ C′￼
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2. Ecuaciones del plano 

 

 

i. Vectorial 

 

 

ii. Paramétrica 

 

iii. General 

  ;   

π : ⃗x = ⃗OP + λ ⃗v + μ ⃗u

π : (x, y, z) = (px, py, pz) + λ(vx, vy, vz) + μ(ux, uy, uz)

π :
x = px + λvx + μux

y = py + λvy + μvy

z = pz + λvz + μuz

π :
x − px y − py z − pz

vx vy vz
ux uy uz

= 0 π : Ax + By + Cz + D = 0
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π Para definir un plano necesitamos: un punto y 
dos vectores contenidos en el plano (que no 
tengan la misma dirección).

P
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      ⃗n = (A, B, C )
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También podemos definir un plano mediante un 
punto y un vector perpendicular al plano.
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3. Puntos alineados. 

Varios puntos están alineados si una misma recta pasa por ellos o, dicho de otra forma, si todos 
ellos pertenecen a una misma recta.


Ejemplo 

	 ¿Están ,  y  alineados?


	 Definimos la recta que pasa por  y :


	 


	 


	 


	 ¿  ?  Sustituimos  en la ecuación de  para comprobarlo.


	  	 	 	 


	   los tres puntos están alineados.


A(2,1,0) B(−1,0,2) C(5,2, − 2)

r A B

⃗A B = (−3, − 1,2)

A(2,1,0)

r :
x − 2
−3

=
y − 1
−1

=
z − 0

2

C ∈ r C r

5 − 2
−3

=
2 − 1
−1

=
−2 − 0

2
→ −1 = − 1 = − 1

C ∈ r
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4. Puntos coplanarios. 

Varios puntos son coplanarios si existe un mismo plano que los contenga.


	 Ejemplo


	 Determina  para que , ,  y  sean 	 	 	

	 coplanarios.


	 


	 


	 


	 


	 


	 


	 


	 ¿ ?      Sustituimos  en la ecuación de  para comprobarlo.


	  	 	 


	 Cuando    y, por tanto, los puntos son coplanarios.


a A(2,1,0) B(−1,0,2) C(0, − 2, − 1) D(,0,a , − 2)

⃗A B = (−3, − 1,2)

⃗AC = (−2, − 3, − 1)

A(2,1,0)

π :
x − 2 y − 1 z
−3 −1 2
−2 −3 −1

= 7x − 7y + 7z − 7 = 0.

π : 7x − 7y + 7z − 7 = 0.

π : x − y + z − 1 = 0.

D ∈ π D π

0 − a − 2 − 1 = 0 → a = − 3

a = − 3 → D ∈ π
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5. Posiciones relativas. 

a. Dos planos 

	 


i. COINCIDENTES 

 

ii. PARALELOS 
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 y  son proporcionales (paralelos).


Coinciden en todos los puntos.


⃗n1 ⃗n2

A
A′￼

=
B
B′￼

=
C
C′￼

=
D
D′￼

 y  son proporcionales (paralelos).


No coinciden en ningún punto.


⃗n1 ⃗n2

A
A′￼

=
B
B′￼

=
C
C′￼

≠
D
D′￼
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iii. SECANTES 

b. Recta y plano 
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 y  no son proporcionales.


Ningún punto de  se encuentra también en .


 (con que una de las tres desigualdades 

se cumpla es suficiente).

⃗n1 ⃗n2

π1 π2

A
A′￼

≠
B
B′￼

≠
C
C′￼
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i. Contenido en el plano 

 

ii. Paralelos 

 

iii. SECANTES 
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Cualquier punto de  se encuentra también en .


⃗n ⊥ ⃗vr → ⃗n ⋅ ⃗vr = 0.

r π




Ningún punto de  se encuentra en .

⃗n ⊥ ⃗vr → ⃗n ⋅ ⃗vr = 0.

r π

 y  no son perpendiculares.


Coinciden en un solo punto (el punto de corte).

⃗vr ⃗n
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c. Dos rectas 

i. COINCIDENTES 

 

ii. PARALELOS 

 

Página  de 9 15

 


Todos los puntos son coincidentes.

⃗vr // ⃗vs // ⃗AB

 


 no es proporcional a los vectores directores. 


No tienen ningún punto común.


⃗vr // ⃗vs

⃗AB
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iii. SECANTES 

iv. SE CRUZAN 
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  y  no son proporcionales.    es una 

combinación lineal de ellos.


Coinciden en un punto.

⃗vr ⃗vs
⃗AB

 ,  y   no son proporcionales (son los 

tres independientes).


No coinciden en ningún punto.

⃗vr ⃗vs
⃗AB
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6. Distancias 

a. Entre dos puntos. 

 Se puede calcular mediante el módulo del vector que une ambos puntos.


 

. 

b. De punto a plano. 

Dados un punto   y un plano , la distancia entre 

ambos se calcula mediante la siguiente fórmula:


 

  

 

c. Entre dos planos. 

i. Secantes o coincidentes: no hay distancia.


ii. Paralelos: utilizamos la fórmula de punto a plano.


d(A, B) = | ⃗AB | = (bx − ax)2 + (by − ay)2 + (bz − az)2

A(ax, ay, az) π : A x + By + Cz + D = 0

d(A, π) =
|Aa x+Bay + Caz + D |

A2 + B2 + C2
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d. Entre recta y plano. 

i. Secantes o contenida: no hay distancia.


ii. Paralelos: utilizamos la fórmula de punto a plano.


 

e. De punto a recta. 

 

 

f. Entre dos rectas 

i. Coincidentes o secantes: no hay distancia.


ii. Paralelos: se utiliza la fórmula de punto a plano.


iii. Se cruzan: 


d(P, r))
| ⃗vr x ⃗AP |

| ⃗vr |

d(r, s) =
[ ⃗AB , ⃗vr , ⃗vs ]

| ⃗vr x ⃗vs |
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7. Ángulos 

a. Entre dos rectas 

 

2. Entre dos planos 

 

 

 

3. Entre recta y plano 

 

 

 

 

cosα =
| ⃗vr ⋅ ⃗vs |

| ⃗vr | ⋅ | ⃗vs |
= x → α = arccos(x)

cosα =
| ⃗n1 ⋅ ⃗n2 |

| ⃗n1 | ⋅ | ⃗n2 |
= x → α = arccos(x)

cos(β ) = cos(90 − α) =
| ⃗n ⋅ ⃗vr |

| ⃗n | ⋅ | ⃗vr |
= x →

→ 90 − α = arcocos(x) . → α = 90 − arccos(x)
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8. Punto simétrico 

a. Respecto a un plano.  

Ejemplo 

 respecto a  

1. Calculamos la recta . 

 

 

2. Calculamos , punto de corte entre  y . 

 

 

 

 

 

3.  es el punto medio entre  y . 

 

 

 

P(−1, − 1,1) π : x + 2y + 2z + 3 = 0.

r ⊥ π, P ∈ r

⃗vr = ⃗n = (1,2,2)

r :
x = − 1 + λ

y = − 1 + 2λ
z = 1 + 2λ

M r π

r → π : − 1 + λ + 2(−1 + 2λ) + 2(1 + 2λ) + 3 = 0

−1 + λ − 2 + 4λ + 2 + 4λ + 3 = 0

9λ + 2 = 0

λ =
−2
9

M :

x = − 1 − 2
9 = −11

9

y = − 1 − 4
9 = − 13

9

z = 1 − 4
9 = 5

9

→ M ( −11
9

,
−13

9
,

5
9 )

M P P′￼

P′￼(a , b, c)

M ( −11
9

,
−13

9
,

5
9 ) = M ( −1 + a

2
,

−1 + b
2

,
1 + c

2 )
−11

9 = −1 + a
2 → a = −13

9

− 13
9 = −1 + b

2 → b = −17
9

5
9 = 1 + c

2 → c = 1
9

→ P′￼( −13
9

,
−17

9
,

1
9 )
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b. Respecto a una recta. 

Ejemplo 

 respecto a . 

1. Calculamos el plano . 

 

 

 

 

 

 

2. Calculamos , punto de corte entre  y . 

 

 

 

 

 

3.  es el punto medio entre  y . 

 

 

P(−1, − 1,0) r : x − 1 =
y
2

=
z + 2

2

π ⊥ r, P ∈ π

⃗vr = ⃗n = (1,2,2)

π : A x + By + Cz + D = 0

⃗n → x − 2y + 2z + D = 0

P ∈ r → − 1 + 2 + D = 0

D = 3.

π : x + 2y + 2z + 3 = 0

M r π

r :

x − 1 = λ
y
2 = − λ
z + 2

2 = λ
→ r :

x = λ + 1
y = 2λ

z = 2λ − 2

r → π : λ + 1 + 2(2λ) + 2(2λ − 2) + 3 = 0

λ + 1 + 4λ + 4λ − 4 + 3 = 0

9λ = 0 → λ = 0

M :
x = 0 + 1
y = − 2 ⋅ 0

z = 2 ⋅ 0 − 2
→ M : (1,0, − 2)

M P P′￼

P′￼(a , b, c)

M(1,0, − 2) = M ( −1 + a
2

,
−1 + b

2
,

0 + c
2 )

1 = −1 + a
2 → a = 3

0 = −1 + b
2 → b = 1

−2 = c
2 → c = − 4

→ P′￼(3,1, − 4)
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