BLOQUE I: Algebra. Tema 2: Determinantes

TEMA 2: DETERMINANTES

1. ¢{Qué es un determinante?

Un determinante es un nimero que se calcula a partir de los elementos de una matriz cuadrada.

El determinante de una matriz A se denomina |A| o det(A).

2. Determinante de orden 2.

Es el nimero que se obtiene realizando el siguiente célculo:

Al = Z; Zz =4yt Ay — dgp - dyy-
Ejemplos

I T
|B|=’jz;‘=3'2—7%—D=6+14=2o

3. Determinante de orden 3.

Es el nimero que se obtiene realizando el siguiente célculo:

aip dip 43
|A | = azl a22 a23 = all . a22 . a33 + a21 . a32 . a13 + a12 . a23 . a31+
a3y dszp ds3

—day3 - dyyrd3z —djp Ay~ dzz —dy3 - dyy - dyy-

Esto se conoce como la regla de Sarrus.

Ejemplo
2 01

|l[Al=10 2 1|=2-2-1+40-1-140-1-2-1-2-2-1-1-2-0-0-1=
2 11

=44+40+0-4-4-0=—4.
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4. Propiedades de los determinantes.

1. El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta. |A’| = |A|

2. Sien una matriz cuadrada se intercambian dos filas (o columnas), el determinante cambia
de signo.

3. Si en una matriz cuadrada multiplicamos por un mismo nimero todos los elementos de
una misma fila (o columna), su determinante queda multiplicado por dicho nimero.

4. Siuna matriz cuadrada tiene una fila (o columna) nula, su determinante es cero.

5. Siauna fila (o columna) de una matriz cuadrada le sumamos una combinacion lineal de
las demas, su determinante no varia.

6. Siuna matriz cuadrada tiene dos filas (0 columnas) iguales o proporcionales, el
determinante es nulo.

7. Siuna matriz cuadrada tiene una fila (0 columna) que es combinacién lineal de las demas,
su determinante es cero.

8. Para cualquier fila o columna de un determinante se cumple que:

ay ap a;z+b ay, app ap ay ap b
Aoy Gy Ap3+C| = [dy Ay Ay3| 4 |Gy Ay C

a~y a+ d
az; az aszz+d 31 43 da3 as, az d
ap+b ap+c az+d ay ap dp b ¢ d
ay an, sz = |dy1 dpp dp3| + [Ap1 Qpp A3
as as; ass a3 dszp ds3 asy dzp dsz

9. El determinante del producto de dos matrices es igual al producto de sus respectivos

determinantes. |A - B| = |A| - |B]|.
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5. Adjunto de un elemento.
El adjunto del elemento a; de una matriz de orden n es el nUmero que se obtiene de calcular el

determinante de orden n-1 formado por los elementos que resten tras eliminar la filai y la

columna j de la matriz, con el signo que se obtenga de realizar la operacién (— 1),

6. Determinantes de orden mayor que 3. Desarrollo por adjuntos.

El determinante de una matriz cuadrada de orden n es igual a la suma de los productos de los
elementos de una fila o columna cualquiera por sus adjuntos correspondientes.

Ejemplo orden 4

app 4 a3 dpy
Qyp Ay Az Aoy
aszp dzp dzz dzy
g Qgp Gq3 Gyq

Qyp Ay dj3
az; dzp daz| .
g Gqp Qg3

Ay dpp Aoy
dz) dzp dag
g1 Ggp Gy

dz) da3 dpy
az; dzz dzg
g1 Q43 Gy

Ay daz Aoy
Qzpy dz3 dzq
Gy g3 Qyq

=ay —ap +ag; —day

Ejemplo

—01}%(1) 110 110 110 111
S 1o q|=0lto =12 o nf+2]2 1 1f-1]2 1 0|=
S 21 6 31 6 32 6 3 02 1

=—1-(04043-0—1241)+2-(—64+04+3-0—12+2)+
—1-(-14440-3-2-0)=—1-(=8)+2-(=13)—1-(=2)=8—-26+2=—16.
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7. Calculo del rango de una matriz por determinantes.

El rango de una matriz es igual al orden del menor (determinante formado por k filas y columnas
de la matriz) distinto de cero de mayor orden.

Calcula el rango de la siguiente matriz:

AN N O =
AN = W
W W o o
O B~ W

Calculamos el valor de un menor de orden 2.

1 2
0 3

Al encontrar un menor distinto de cero de orden 2, se sabe que el rango tiene que ser mayor o igual
a 2. Se comprueba si hay alguno de orden 3 distinto de cero.

1 20

0 30/=9+0+0-0-0-0-0=9#0.->r(A)>3.

513

Al encontrar un menor distinto de cero de orden 3, se sabe que el rango tiene que ser mayor o igual

a 3. Se comprueba si hay alguno de orden 4 distinto de cero.

1202 1200/ |[1200
0303 _lo3o00/_lo300_,

s 1347|5133/ |513 0 70>rW<4
6639 6633 l6630

Al no haber mas posibilidades de orden 4, el rango tiene que ser menor que 4. Como se sabe

también que debe ser mayor o igual que 3,debe ser 3. Es decir, r(A) = 3.
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8. Calculo de la matriz inversa con determinantes.

Se puede calcular la matriz inversa mediante la siguiente férmula:

o 1 o
A7l = ——AdjA).

|A]

Donde Adj(A) es la matriz de adjuntos.

Notese que si el determinante de la matriz fuera 0, la matriz no podria ser invertible.

Ejemplo

Calcula la matriz inversa de la siguiente matriz mediante determinantes:

Calculamos su determinante.

Obtenemos la matriz de adjuntos:

30
13
_‘20

Adj(A) = 1 3

20
30

Sustituimos en la formula:

o100
A = 5 -6 3
0 O

A =
1 2
|[Al=10 3
5 1
“loo| o3
5 3 |51
1ol |12
53 51
|20l |12
30 |o 3
t
—15)" (9 -6
o [==] 0 3
3 I'M-15 9

Aitor Vecilla

wn O =
—_— W N

w O O

w o O

=9+0+0-0-0-0=09.

9 0 -1I5
—6 3
0O 0 3
2
1 =20
1
0o < ol
5 1
-5 13
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Por lo tanto, la matriz inversa es:

el
e} o

W=
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